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概  要 
 楽器の発音メカニズムを物理モデルにより計算機上で再現し，楽器音を合成することが盛
んに行われている．物理モデルによる楽器音の合成は楽器音響学だけでなく，実際の楽器の
改造や改良において有用であると考えられる．この利点は現在も新しい構造が検討されてい
るアコースティックギターにおいて期待できる．アコースティックギターのような撥弦楽器
の演奏音を再現するにあたって実際の弦振動を忠実に再現できる振動モデルが求められるが，
これまでの研究において弦の横振動に見られるうなりの発生メカニズムが明らかではなかっ
た．そこで本研究は撥現楽器における弦の横振動における減衰時の非周期的なうなりを再現
できるモデルの構築を目的し，弦の伸長に伴う張力変化に起因する非線形性を考慮した弦の
運動方程式を使用することで，減衰時の非周期的の発生メカニズムの解明を行った．実際の
ギターに張られた弦の 2 次元振動を計測する手法を構築し，その計測システムの有効性を確
認した．端点が強固な実験系に 1 本弦を張り振動振幅に伴う非線形的な復元力と x，y 方向間
の固有周波数の違いにより減衰過程において非周期的なうなりが発生することを考察した．
その後実際のギターにおいて複数弦が小さな振幅で振動しているときの第 6 弦の振動に着目
した．複数弦をいずれも小さな振幅で撥弦したときの第 6 弦において弦振動のうなりが見ら
れなかった．これらの過程を通じて，実際のギターにおいて，ウルフトーンが生じない条件
化でかつ複数弦の振動している状況でも，弦の伸びによる復元力と x，y 方向間の固有周波数
の違いによる弦振動のうなりへの寄与の方が大きい場合が存在することが示された．このこ
とは弦楽器の弦-胴との共振による寄与が大きくない場合、振幅に由来する弦の伸びがうなり
に支配的に寄与する状況があることを明らかにした。本研究成果は弦楽器の発音機構の解明
について、今まで明らかにされてこなかった１本弦の非線形性が演奏音に寄与する現象に関
する新たな知見を与えるものである． 
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第1章 序  論 
 
1.1 研究背景 
 音楽という人間の文化活動は人間の文明と同じくらい古くから存在してきており，今でも
世界の多くの地域で行われている文化活動である．それに伴い，音楽を演奏するための楽器
の開発も古くから行われてきており，時代や地域によって多様な楽器がこれまでに開発され
てきた．またその音楽と楽器の発展の傍らで，19 世紀末に楽器や音楽に対して科学的なアプ
ローチによる研究が Helmholtz によって行われた．その研究ではバイオリンの擦弦時の弦振
動を観測する手法が開発され，それによって観測された弦振動は Helmholtz 運動と呼ばれて
いる[1]．その後現在まで，このような楽器や音楽を対象とする科学的なアプローチによる研究
を行う研究者が現れ，音響学という学問において音楽音響という一つの分野を確立するまで
に至った．現在の音楽音響の分野における研究としては音楽という対象に対して，楽器の振
動や音波の伝搬に対して機械・振動学的なアプローチや，楽曲情報を対象とした情報工学の
技術の応用や，音楽に対する聴取者の心理的影響に対する心理学的なアプローチの研究が行
われている． 
これまでに行われてきた音楽音響の分野における研究として，楽器の構造を物理計測に基
づいてモデル化し，その発音機構を解明する研究が盛んに行われている[2]．ここでアコーステ
ィックギターは現在でも新しい構造が検討されており[3]，物理モデルの貢献するところが大
きい．アコースティックギターの代表的な構造を図 1.1 に示す．またギターにおける振動伝達
の概略を図 1.2 に示す．図 1.2 において，ギターでは弦の振動によって演奏音を出力し，弦の
低周波数の振動は主に表面板，裏板，及び響孔から音として放射され，高周波数の振動は主
に表面板から音として放射される．ここでギター胴の表面板の構造を有限要素法でモデリン
グし，力木の配置による振動特性の違いをシミュレートした研究[4]も行われており，物理モデ
ルを楽器製作へ応用することに対して関心が向けられている．このギターの発音機構を表現
するための物理モデルにおいて，弦振動を忠実に再現できる弦振動モデルが果たす役割は大
きい．ここで弦振動モデル自身は電子楽器における物理モデル音源への応用という観点でも
注目されており，また弦振動モデル自身を信号処理の技術として応用する研究[5]も行われて
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いる． 
弦振動は 2 次元の横振動と 1 次元の縦振動によって構成される．これまで 1 次元の弦振動
を計算機上で再現する研究[6]が行われ，また 2 次元の振動モデルを作成することによって実
際の撥弦楽器の演奏音の余韻に見られるうなりまでを表現するモデル[7]まで研究されてきた．
ピアノのように同じ音高に対して複数の弦が使用される場合，わずかなピッチの相違からう
なりを生じることは良く知られている[8]．しかし，1 つの音高において 1 本の弦しか用いない
場合でも，うなりを生じる場合がある．先行研究では 2 次元の横振動モデルによって弦振動
の減衰時における周期的なうなりが再現できることが明らかになっている[9]．このモデルは
弦の 2 次元横振動の連成現象を考慮しているが，その連成メカニズムは明らかでない．我々
は先行研究で実際の弦振動のうなりには非周期的なうなりをもつ場合があることを観測した
[10]．この現象は前述のモデル[9]では再現することができない．この研究結果から著者らは弦の
伸びによる非線形性[11]を考慮することを検討した．この非周期的なうなりに対して，著者ら
は弦の 2 次元横振動間に弦の伸長に伴う非線形な復元力を表現した振動子モデルを用いると，
初期振幅などの条件によってはうなりが再現されることを確認した[12]． 
 
1.2 研究の目的 
本研究は撥現楽器における弦の横振動における減衰時の非周期的なうなりを再現できるモ
デルの構築を目的する．本研究では弦の伸長に伴う張力変化に起因する非線形性を考慮した
弦の運動方程式を使用することで，減衰時の非周期的の発生メカニズムを明らかにする． 
 
1.3 本論文の構成 
本論文の構成を図 1.3 に示す．本章において研究背景と研究目的について述べた．第 2 章
において弦の伸びを考慮した弦振動モデルを示す．またそのモデルによって得られる特徴は
弦-胴共振によって得られる弦振動のうなりとはどのように違うのかを述べる．第 3 章におい
てはモデルの検証において必要な弦振動を計測するための手法について述べる．第 4 章では
弦-胴の共振や複数弦の共振を除くため，1 本弦を強固な端点に固定する実験系を作製し，そ
の実験系において振動振幅の違いと弦振動のうなりの違いについて調査した結果を述べる．
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第 5 章では第 4 章での知見をもとに実際のギターに張られた弦の振動における振動振幅の違
いと弦振動のうなりの違いについて調査した結果を述べる．第 6 章において本研究において
得られた結果をもとに結論を述べる． 
 
 
図 1.1 ギターの代表的な構造 
 
図 1.2 ギターにおける振動伝達 
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図 1.2 本論文の構成 
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第2章 弦振動の理論 
2.1 まえがき 
 弦振動においてうなりが発生するメカニズムについて，本章では先行研究にて述べられて
きた理論や自身で導出した理論を用いて考察する．まず 2.2.1 において弦が振動方向において
共振周波数が等しい場合にうなりが発生する場合について Anand が導出した大振幅振動時の
弦振動の理論[13]を用いて考察する．次に 2.2.2 において実際のギターなどの撥弦楽器において
共振周波数が等しくない場合にうなりが発生する条件について考察する．2.3 において弦振動
においてうなりを発生させる，あるいは振動方向によって共振周波数を変化させる要因とな
りうる弦-胴共振についての理論を導出する． 
 
2.2 伸びを考慮した弦振動モデル 
2.2.1 振動方向によって振動周波数が等しい場合 
本研究で用いる座標系の定義を図 2.1 に示す．弦長 l に対して，弦が固定される端点の片方
を原点とし，水平方向を x 方向，鉛直方向を y 方向，弦に沿う方向を z 方向とする．また弦の
平衡点からの x，y，z 方向の変位をそれぞれ ux，uy，uzとする． 
 
 
図 2.1 本研究で使用する座標系の定義 
 
ここで点 z における z 軸方向の弦の微小部分をz とし，それに対応する弦の微小部分をs
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u
u
u
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z
x
y
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とすると，長さs は次式で表される， 
δs ൌ 	 ൤ሺ1 ൅ ݑ௭ሻଶ ൅ ቀడ௨ೣడ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൨
ଵ ଶൗ ߜݖ．       (2-1) 
ここで uz，
డ௨ೣ
డ௭ ，
డ௨೤
డ௭  は 1 に比べて非常に小さいので式(1)では次のように近似できる． 
δs ൌ 	 ൬1 ൅ ݑ௭ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰ ߜݖ．       (2-2) 
点 z における張力について考える．ここで，T0を静止状態の張力，E，A をそれぞれ弦のヤン
グ率と断面積とすると，弦が伸びたときの張力は， 
ܶሺݖ, ݈ሻ ൌ 	 ଴ܶ ൅ ܧܣ ቀఋ௦ିఋ௭ఋ௭ ቁ ൌ 	 ଴ܶ ൅ ܧܣ ൬ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰	，    (2-3) 
により表される．張力の z 成分は T(1+uz)x/s となるので縦振動の運動方程式は次式になる． 
mడమ௨೥డ௧మ ൌ 	
డ
డ௭ ቂܶሺ1 ൅ ݑ௭ሻ
ఋ௭
ఋ௦ቃ ．        (2-4) 
ここで m は弦の単位当たりの質量である．また式(2-1)より次の近似解が得られる． 
ఋ௭
ఋ௦ ൌ 1 െ ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ݑ௭ଶ െ
ଵ
ଶ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰．       (2-5) 
式(2-5)においては 3 次以上の高い項を省略してある．さらに式(2-3)と式(2-5)とを式(2-4)に代
入し，高次の項を省略すると次式が得られる． 
డమ௨೥
డ௧మ െ ܿଵଶ
డమ௨೥
డ௭మ െ
ଵ
ଶ ሺܿଵଶ െ ܿ଴ଶሻ ቀ
డ
డ௭ቁ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ൌ 0．     (2-6) 
式(6)の c0，c1は次式で定義され，c0，c1はそれぞれ横振動と縦振動の波動の伝搬速度である． 
ܿ଴ ൌ 	 ሺ ଴ܶ/݉ሻ
భ
మ ܿଵ ൌ 	 ሺܧܣ/݉ሻ
భ
మ．        (2-7) 
弦の横振動は空気による粘性抵抗を受けるとし，抵抗率を 2R とすると x 方向の運動方程式は
次式になる． 
mడమ௨ೣడ௧మ ൌ 	 ሺ߲/߲ݖሻሺܶߜݔ/ߜݏሻ െ 2ܴ݉
డ௨ೣ
డ௧ ൌ 	 ሺ߲/߲ݖሻ ቀܶ
డ௨ೣ
డ௭ ߜݖ/ߜݏቁ െ 2ܴ݉
డ௨ೣ
డ௧ ．   (2-8) 
ここで式(8)において T に式(3)を，x/s には式(5)を代入すると次式が得られる． 
డమ௨ೣ
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨ೣ
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨ೣ
డ௭మ െ ሺܿଵଶ െ ܿ଴ଶሻ ቀ
డ
డ௭ቁ ൤
డ௨ೣ
డ௭ ൬ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰൨ ൌ 0， (2-9-1) 
同様に y 方向に対しても次式が得られる． 
డమ௨೤
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨೤
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨೤
డ௭మ െ ሺܿଵଶ െ ܿ଴ଶሻ ቀ
డ
డ௭ቁ ൤
డ௨ೣ
డ௭ ൬ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰൨ ൌ 0．  (2-9-2) 
また通常の弦においては 
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௖భమ
௖బమ 	ൌ
୉୅
బ்
≫ 1．         (2-10) 
であり金属弦ではこの比は 400 ~ 1000 になので，ܿଵଶに対してܿ଴ଶを省略することができる．こ
のことを考慮すると縦振動と横振動の運動方程式は次のようになる． 
డమ௨೥
డ௧మ െ ܿଵଶ
డమ௨೥
డ௭మ െ
ଵ
ଶ ܿଵଶ ቀ
డ
డ௭ቁ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ൌ 0，          (2-11-1) 
డమ௨ೣ
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨ೣ
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨ೣ
డ௭మ െ ሺܿଵଶ െ ܿ଴ଶሻ ቀ
డ
డ௭ቁ ൤
డ௨ೣ
డ௭ ൬ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰൨ ൌ 0， 
                (2-11-2) 
డమ௨೤
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨೤
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨೤
డ௭మ െ ሺܿଵଶ െ ܿ଴ଶሻ ቀ
డ
డ௭ቁ ൤
డ௨ೣ
డ௭ ൬ݑ௭ ൅
ଵ
ଶ ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ଵଶ ቀ
డ௨೤
డ௭ ቁ
ଶ൰൨ ൌ 0． 
                (2-11-3) 
ここで横振動においては低い次元の振動モードしか考慮しない場合には式(2-11-1)，式(2-11-
2)，式(2-11-3)は簡略化される．式(2-11-1)においてその最後の項は横振動から縦振動への強制
振動であり，これによって縦振動が励起される．しかしながら，その強制振動に含まれる周
波数が，縦振動の最も低い固有周波数よりも遥かに低いならば縦振動は励起されない．従っ
て，
డమ௨೥
డ௧మ ൌ 0になり，次式が得られる． 
డమ௨೥
డమ௭ ൌ 	െ
ଵ
ଶ ሺ߲/߲ݖሻ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰．      (2-12) 
弦の両端が固定されている条件， 
uሺ0, ݈ሻ ൌ ݑሺ݈, ݐሻ ൌ 0．        (2-13) 
から，式(2-12)を積分すると次式が得られる． 
డ௨೥
డ௭ ൌ െ
ଵ
ଶ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ൅ ଵଶ௟ ׬ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ݀ݖ௟଴ ．         (2-14-1) 
式(2-14-1)を積分すると次式が得られる． 
ݑ௭ ൌ െ ଵଶ ׬ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰௭଴ dz ൅
௭
ଶ௟ ׬ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ݀ݖ௟଴ ．        (2-14-2) 
式(2-14-1)を式(2-11-2)，式(2-11-3)に代入すると次の 2 式が得られる． 
డమ௨ೣ
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨ೣ
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨ೣ
డ௭మ െ
௖భమ
ଶ௟
డమ௨ೣ
డ௭మ ׬ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ݀ݖ௟଴ ൌ 0，        (2-15-1) 
డమ௨೤
డ௧మ ൅ 2ܴ
డ௨೤
డ௧ െ ܿ଴ଶ
డమ௨೤
డ௭మ െ
௖భమ
ଶ௟
డమ௨೤
డ௭మ ׬ ൬ቀ
డ௨ೣ
డ௭ ቁ
ଶ ൅ ቀడ௨೤డ௭ ቁ
ଶ൰ ݀ݖ௟଴ ൌ 0．        (2-15-2) 
式(2-15-1)，式(2-15-2)の一般解は次のように固有モードの和で表すことができる． 
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ݑ௫ ൌ ݁ିோ௧ ∑ ௜ܺሺݐሻ sinሺ݅ߨݖ/݈ሻ௜ ，            (2-16-1) 
ݑ௬ ൌ ݁ିோ௧ ∑ ௜ܻሺݐሻ sinሺ݅ߨݖ/݈ሻ௜ ．            (2-16-2) 
ここで式(2-16-1)，式(2-16-2)を式(2-15-1)，式(2-15-2)に代入すると次式が得られる． 
డమ௑೙
డ௧మ ൅ ൤ቀ
௡గ௖బ
௟ ቁ
ଶ െ ܴଶ൨ ܺ௡ ൅ ൜∑ ଵସ ቀ
௜௡గమ௖భ
௟ ቁ
ଶ ൫ ௜ܺଶ ൅ ௜ܻଶ൯௜ ൠ ܺ௡݁ିଶோ௧ ൌ 0，        (2-17-1) 
డమ௒೙
డ௧మ ൅ ൤ቀ
௡గ௖బ
௟ ቁ
ଶ െ ܴଶ൨ ௡ܻ ൅ ൜∑ ଵସ ቀ
௜௡గమ௖భ
௟ ቁ
ଶ ൫ ௜ܺଶ ൅ ௜ܻଶ൯௜ ൠ ௡ܻ݁ିଶோ௧ ൌ 0．        (2-17-2) 
弦の初期状態として， 
ݑ௫ሺݖ, 0ሻ ൌ ݑ௫బ sin ቀ௜గ௭௟ ቁ ,
డ௨ೣ
డ௧ ሺݖ, 0ሻ ൌ
డ௨ೣబ
డ௧ sin ቀ
௜గ௭
௟ ቁ，          (2-18-1) 
ݑ௬ሺݖ, 0ሻ ൌ ݑ௬బ sin ቀ௜గ௭௟ ቁ ,
డ௨೤
డ௧ ሺݖ, 0ሻ ൌ
డ௨೤బ
డ௧ sin ቀ
௜గ௭
௟ ቁ．          (2-18-2) 
になっている場合について考える．ここで j は正の整数であり，その値は c1/c0 に比べて小さ
い．このことから次のことが成り立つ． 
௜ܻ ൌ 	ܼ௜ ൌ 0, ݅	 ് ݆．       (2-19) 
ここで添え字を省略して式(2-16-1)，式(2-16-2)を次のように書き換える． 
ݑ௫ ൌ 	ߝ݁ିோ௧ܺሺݐሻ sin ቀ௝గ௭௟ ቁ，            (2-20-1) 
ݑ௬ ൌ 	ߝ݁ିோ௧ܻሺݐሻ sin ቀ௝గ௭௟ ቁ．            (2-20-2) 
式(2-20-1)，式(2-20-2)におけるは uxと uyの振幅で大きい方のものである．またここで次の無
次元の量を導入する． 
݌ ൌ 	 ൤ቀ
ೕഏ೎బ
೗ ቁ
మିோమ൨
భ
మ
௝ , ݇ ൌ 	
ோ
௝௣，            (2-21-1) 
ߙ ൌ 	 ଵସ ቀ
௝గమఢ௖భ
௣௟మ ቁ
ଶ
, ܶ ൌ ݆݌ݐ．            (2-21-2) 
式(2-21-1)，式(2-21-2)より式(2-17-1)，式(2-17-2)は以下のようになる． 
ܺᇱᇱ ൅ ܺ ൅ ߙሺܺଶ ൅ ܻଶሻܺ݁ିଶ௞் ൌ 0，           (2-22-1) 
ܻᇱᇱ ൅ ܻ ൅ ߙሺܺଶ ൅ ܻଶሻܻ݁ିଶ௞் ൌ 0．            (2-22-2) 
ここでプライム(′)は T に関する微分演算子を表す．また初期条件は次のように表すことがで
きる． 
ܺሺ0ሻ ൌ 	ݑ௫బ, ܺᇱሺ0ሻ ൌ ܺ଴ᇱ , Yሺ0ሻ ൌ 	0, ܻᇱሺ0ሻ ൌ ଴ܻᇱ．    (2-23) 
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また式(2-22-1)，式(2-22-2)において X，Y を以下の式に示すような形で極座標系に変換する． 
ܺ ൌ ݎ cos ߠ，              (2-24-1) 
ܻ ൌ ݎ sin ߠ．              (2-24-2) 
式(2-24-1)，式(2-24-2)を式(2-22-1)，式(2-22-2)に代入することで，最終的に以下の式で示され
る関係が導かれる． 
ܣଶ ൌ ଵସ ሺܺ଴ଶ െ ܺ଴ᇱଶ െ ଴ܻᇱଶ ൅ ߙܺ଴ସሻଶ ൅ ܺ଴ଶܺ଴ᇱଶ，           (2-25-1) 
B ൌ ଵଶ ሺܺ଴ଶ ൅ ܺ଴ᇱଶ ൅ ଴ܻᇱଶ െ ߙ ଴ܻସሻ]，            (2-25-2) 
݃ଵ ൌ ܺ଴ ଴ܻᇱ，              (2-25-3) 
݃ଶ ൌ െ ଵଶܺ଴ ଴ܻᇱሺܤଶ െ ܣଶሻି
భ
మ ൈ sinିଵሾሺܣ ൅ ܤ cos߮଴ሻ/ܺ଴ଶሿ，         (2-25-4) 
cos߮଴ ൌ ሺܺ଴ଶ െ ܤሻ/ܣ，             (2-25-5) 
ݎଶሼܣ sinሾሺ2 െ ߙܺ଴ସ/ ଴ܻᇱଶሻሺߠ ൅ ݃ଶሻሿ ൅ ܤሽ ൌ ܤଶ െ ܣଶ，          (2-25-6) 
ここで注目したいのが式(2-25-6)であり，式(2-25-6)より弦の振動を点 z における x - y 平面で
観測したときに，弦の振動の軌跡は楕円が縮小しながら回転する歳差運動を示すことが報告
されている[12]．またそのとき弦の横振動において振幅の大小によって周期が変化するうなり
が発生することもまた理論的に示されている[13]．この式(2-25-6)が導出されるにあたっては弦
振動において以下のことが考慮されている． 
 
(1) 弦には振動振幅に起因して伸びが生じる． 
(2) 弦の振動周波数は振動方向によって変化しない． 
(3) 弦の初期条件として初期振幅が与えられる方向と垂直な方向に初期速度が存在する． 
 
ここで条件(2)に注目する．実際の撥弦楽器では弦の片方の終端を駒で共鳴胴に固定すること
が一般的である．このことを考慮すると弦は振動方向によって実際は振動周波数が異なると
いうことが起こりうる．すると条件(2)のような，弦の振動周波数が振動方向によって変化し
ないという条件は実際の楽器において満たされているとは考えがたい．そこで次節において
弦の振動周波数が振動方向によって異なる場合について理論とそれに基づくシミュレーショ
ンによって議論する． 
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2.2.2 振動方向によって振動周波数が異なる場合 
 式(2-15-1)，式(2-15-2)に示した式を元に，伸びを弦の運動方程式に考慮したときに弦の振動
方向によって弦の方向に伝搬する横波の伝搬速度が異なる場合について考察する．式(2-25-1)，
式(2-25-2)において弦の横波の伝搬速度が振動方向によって異なるときを以下の式で表わす． 
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E は弦のヤング率，は弦の断面積，t は時間，は弦の線密度，b は減衰定数，l は弦長( = 635 
mm)，cx，cyは振動振幅がないときのそれぞれ x，y 方向の弦の振動速度である．式 (2-27-1)，
式(2-27-2)にはそれぞれ ux, uyが含まれていることから，x 方向と y 方向の振動が独立ではなく
結合していることが分かる．ここで， 
ா஺
ఘ ൌ ܿଵଶ．        (2-28) 
とすると式(2-27-1)，式(2-27-2)は以下のようになる． 
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ここで時間 t，変位 ux，uy，z に対して以下のような形で規格化を行う． 
ݐ ൌ 	 √ଶ௟௖భ ݐ
∗，              (2-30-1) 
ݑ௫ 	ൌ ݈ܺ, ݑ௬ 	ൌ ݈ܻ, z ൌ ݈ߞ，            (2-30-2) 
式(2-30-1)，式(2-30-2)において t*は規格化された無次元の時間，X，Y，Z はそれぞれ弦長 l で
規格化された無次元のパラメータである．式(2-30-1)，式(2-30-2)に基づいて式(2-29-1)，式(2-
29-2)を変形させると， 
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ここで，以下のようなパラメータを設定する． 
√ଶ௕௟
௖భ ൌ 	2ܴ，             (2-32-1) 
ߥ௫ ൌ 	 ௖ೣ௖భ，ߥ௬ ൌ 	
௖೤
௖భ，            (2-32-2) 
式(2-32-1)，式(2-32-2)を式(2-31-1)，式(2-31-2)に代入すると， 
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式(2-33-1)，式(2-33-2)の解として次のような固有モードを考える． 
ܺ ൌ ݃ሺݐ∗ሻ sin ݇ߨߞ，                   (2-34-1) 
ܻ ൌ ݄ሺݐ∗ሻ sin ݇ߨߞ．                   (2-34-2) 
ここで式(2-34-1)，式(2-34-2)を式(2-29-1)，式(2-29-2)に代入すると次式が得られる． 
݃ᇱᇱ ൅ 2ܴ݃ᇱ ൅ 2ߥ௫ଶ݇ଶߨଶ݃ ൅ ଵଶ ݇ସߨସሺ݃ଶ ൅ ݄ଶሻ݃ ൌ 0，              (2-35-1) 
݄ᇱᇱ ൅ 2ܴ݄ᇱ ൅ 2ߥ௬ଶ݇ଶߨଶ݄ ൅ ଵଶ ݇ସߨସሺ݃ଶ ൅ ݄ଶሻ݄ ൌ 0．           (2-35-2) 
ここで(‘)は t*に関する微分を意味する．式(2-35-1)，式(2-35-2)において第 1 項から第 3 項まで
はそれぞれ独立した減衰を考慮した単振動系のとして扱えるものである．第 4 項に非線形な
パラメータ励振項が存在し，さらに第 4 項には g と h に関するクロスタームが含まれている．
このクロスタームにより，それぞれ異なる振動周波数をもつ単振動系が結合し，振動の減衰
過程においてうなりを生じることが考えられる． 
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2.3 弦振動のうなり 
2.3.1 本研究におけるうなりの定義 
 振動におけるうなりとは一般的には周期的に振幅が変動する振動を示す．代表的な例とし
ては，周波数が異なる二つの音波を合成したときにそれらの周波数の差に相当する周期で音
の強弱が聞こえることがある．しかしながら本研究で扱ううなりはそのような周期的なもの
でなく，振動振幅の減衰部分において，単調に減衰し続けるものではなく，非周期的な変動
を伴うものを「非周期的なうなり」と定義する． 
 
2.3.2 弦-胴共振によって発生するうなり 
図 2.2 に本項で扱うモデルを示す．このモデルは弦の剛性と空気抵抗による減衰を考慮し
た 1 次元の弦が端点において質点-バネ-ダンパ系と結合する状況を表しており，弦の y 方向
振動のみが胴振動の影響を受けるという条件に対応している．次節において，このモデルで
表せられる弦の自由振動における固有周波数を導出するための理論を示す．なお理論の導出
にあたっては，剛性を考慮した弦の振動を求めるための理論を記述した Morse の文献[15]， 
 
 
図 2.2 弦-胴連成モデル 
 
高澤らが弦の境界条件に質点-バネ系を与えたときの弦の固有周波数を導出した理論[16]およ
び 1 次元波動方程式の解析解を変数分離法によって導出する方法を記述した Kreyszig の文献
y
k R
mz
Nut
String Bridge
x
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[17]を参考にした． 
剛性と減衰を考慮した弦を張力がかかった状態の梁としてモデル化した．その弦の運動方
程式を次式で示す．ここで，y: 弦の変位，z: 弦の位置，T: 張力，: 線密度 E: ヤング率，I: 
断面二次モーメント，b1: 減衰定数である． 
 02 12
2
2
2
4
4





t
yb
z
yT
t
y
z
yEI  ．      (2-36) 
弦長を l とし，z = 0 における境界条件を 
   0,0 ty ，        (2-37-1) 
   0,02
2


z
ty
，        (2-37-2) 
z = l における境界条件に図 2.2 に示す質点-バネ-ダンパ系を与えたとき，その境界条件は， 
        
z
tlyTtlky
t
tlyR
t
tlym 

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 ,,,,2
2
，     (2-38-1) 
   0,2
2

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z
tly
，        (2-38-2) 
と記述される．ここで，m: ギター表面板の駒の位置におけるある振動モードの有効質量，R: 
等価抵抗，k: 等価バネ定数である．式(2-36)において，y(z,t)を変数分離法を用いて， 
     tny ezXBtzy , ，       (2-39-1) 
とする．または， 
    jbb  21 ，       (2-39-2) 
とする．Bny は撥弦条件によって決定される定数，X(z)は境界条件によって決定される関数，
b2 は表面板の振動に起因する減衰率である．または胴振動の影響を受けないとき弦振動の
角周波数である．この時式(2-36)は， 
 0)()2()()( 122
2
4
4
 zXb
dz
zXdT
dz
zXdEI  ，     (2-40) 
となる．ここで， 
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 22
EI
T
，        (2-41-1) 
 41
2 2  
EI
b
，       (2-41-2) 
とすれば式(2-40)は， 
 0)()(2)( 42
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4
 zX
dz
zXd
dz
zXd  ，      (2-42) 
と変形できる．式(2-42)において， 
   xezX  ，         (2-43) 
とおくと， 
 02 4224   ．        (2-44) 
が得られるよって， 
 4422   ．        (2-45) 
 21 ,  j ，         (2-46) 
とすれば， 
 24421   ，       (2-47-1) 
 24422   ．       (2-47-2) 
よって X(z)は以下のようになる． 
 zDzCzBzAzX 2211 sincossinhcosh)(   ．    (2-48) 
ここで A，B，C および D は任意定数であり，境界条件である 4 つの条件，式(2-37-1)，式(2-
37-2)，式(2-38-1)，式(2-38-2)より決定される．式(2-37-1)より， 
 0 CA ．         (2-49) 
式(2-37-2)より， 
 02221  CA  ．         (2-50) 
式(2-49)，式(2-50)より， 
 0 CA ．         (2-51) 
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よって式(2-48)は式(2-51)より， 
   zDzBxX 21 sinsinh   ．       (2-52) 
式(2-52)において，式(2-38-1)より， 
 0coshcoshsinh)(sinh)( 221112212  lDTlBTlkRmDlkRmB  ． 
           (2-53) 
よって 
     0coshsinh)(coshsinh)( 221221112  lTlkRmDlTlkRmB  ． 
           (2-54) 
式(2-52)において，式(2-38-2)より， 
 0sinsinh 222121  lDlB  ．        (2-55) 
式(2-54)と式(2-55)は B，D に関する連立方程式であり，B = D = 0 でない解が存在するために
は次の行列式が 0 でなければならない．  
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           (2-56) 
式(2-56)に示す行列式を展開すると， 
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となり，式(2-57)の両辺を で割ると， 
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式(2-47-1)，式(2-47-2)より， 
 442221 2   ，       (2-61-1) 
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 42221   ，        (2-61-2) 
が導かれるので，式(2-60)は， 
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           (2-63) 
式(2-61-1)，式(2-61-2)を用いて4を消去し， 
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2は 1 または2と比べてより十分大きい( 22 ,1   )ので，式(2-64)を 
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と近似する．また式(2-39-2)より， 
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，    (2-66) 
式(2-66)において実数部分と虚数部分をそれぞれまとめると， 
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となる．虚数部分に注目すると， 
   02 21   Rbbm ，        (2-68) 
より， 
  
m
Rbb
221
 ，         (2-69) 
という関係が求まる．式(2-69)を式(2-67)に代入すると， 
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式(2-70)において， 
 ，         (2-71) 
とすれば， 
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22  ，       (2-72) 
となる．ここで pn は駒部振動の影響を受けるときのモード次数(非整数倍)である．ここで式
(2-63)はまた以下のようになる， 
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一方，式(2-38-2)において，式(2-47-2)より， 
 422224 2   ，        (2-74) 
という関係が導かれるので，式(2-41-2)は， 
   022 4222212   EIb ，      (2-75) 
と変形できる．式(2-75)よりについて求めると， 
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となる．ここで虚数部分に注目すると第 n 次モードの各周波数nが求まる． 
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式(2-77)に式(2-73)を満たす pnの値を代入すればn が求まり，第 n 次モードの周波数 fnが次式
で求まる． 
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図. 2.3 質点-バネ-ダンパ系 
 
2.3.3 駆動点アドミタンスの計測に基づく胴モデルの作成 
 胴共振特性のモデル化を行うにあたって，本研究では胴駒部の弦が固定されている位置に
おける駆動点アドミタンスの計測に着目した．計測された駆動点アドミタンス(以下 アドミ
タンス)より，胴駒部のモデルパラメータ値を求める．アドミタンス Y()は対象に入力される
力 F()とその力によって加振された対象の速度 v()を用いて以下の関係から導かれる[16]． 
 )(
)()( 

F
vY 
．         (2-79) 
この力 F()と速度 v()を測定できれば，胴駒部のアドミタンスが求められる．図. 2.3 に示さ
れる質点が外力 f(t)で駆動されるときの運動方程式は次式のようになり， 
 )(tfkyyRym   ，        (2-80) 
この系におけるアドミタンスは次式にようになる[18]． 
 )/(
1)(  kmjRY  ．       (2-81) 
式. (2-81)よりアドミタンスの計測から，ギター胴の駒部のモデルにおける m，R，k が推定で
きる．それらの値を推定する際には以下の関係式を用いる． 
 02 f  ，         (2-82) 
のとき，式(2-82)を式(2-81)に代入すると， 
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m
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質点-バネ-ダンパ系の共振ピークの Q 値を Q とすると 
 
02 f
QRm  ，         (2-84) 
 QRfk 02 ，         (2-85) 
ここで f0は質点-バネ-ダンパ系の共振周波数で以下の式で示される． 
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 2.2.2 にて導出した質点-バネ-ダンパ系を境界条件にもつ弦の固有周波数の数式を基に，胴
と結合する弦振動シミュレーションを行う．このシミュレーションにおいて，x 方向振動は胴
との連成による影響は受けず，y 方向のみが影響を受けるという条件が設定されている． 
 x,y 方向の撥弦される位置での初期変位をそれぞれ hx，hy，とし，モード次数を n とする．
図 2.4 にシミュレーションにおいて想定される撥弦条件を示す．図 2.3 に示すように弦が弦長
l (= 650 mm)の 9/13 に相当する z = 450 mm の位置で撥弦されるなら， 
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と定義される Bxn，Bnyを用いることによって弦振動のシミュレーションができる．y 方向振動
の変位を算出する場合は式(2-40-1)に式(2-88-2)を代入すればよい．また x 方向振動を導出する
場合は胴との連成による影響を受けないので，x 方向振動の角周波数をxn とすると，式. (2-
78)の右辺において pnを n に置き換える形で， 
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としてxnを求めた．式(2-87-1)，式(2-87-2)，式(2-88)を用いて第 n 次の x 方向，y 方向の振動
変位 xn，ynを以下のように表した[7]． 
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ここでynは式(2-78)よりn =ynとして， 
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とした．また，t は時間である．また式(2-89-1)，式(2-89-2)におけるxn，ynは弦振動の空気抵
抗による減衰の次定数であり，以下の 4 つの式で表される． 
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   axnx rM  /2/ ，        (2-93) 
   ayny rM  /2/ ．        (2-94) 
式. (2-89-1)，式(2-89-2)より x 方向，y 方向の弦の変位 ux，uyは以下で記述される． 
  N
n
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 m，k，Rの値は胴駒部のアドミタンスの計測をもとに推定した．実験で使用したギターは
Morris W-16である．アドミタンスは，胴駒部をインパルスハンマで加振し，その応答をレー
ザドップラ振動計(GRAPHTEC製 AT3600)で計測することによって求めた．計測の際のサン
プリング周波数は100 kHzで計測時間は2 秒間である．インパルスハンマは小川らが卒業研
究において作製したもの[18]を使用した．図2.5にインパルスハンマの概略図を示す．柄には
マホガニーの角材を，ハンマの頭には10×10×15 mm3のアルミ片を用いた．アルミ片の一面
に圧電素子と樹脂で作られた円錐を貼り付ける．圧電素子は圧電体を2枚の電極で挟んだも
ので，圧電体は外部から加えられた歪みや電荷を打ち消すように電荷や歪みを生ずる特性を
有する．この特性を利用し，ハンマ先端の歪みを電荷に変換する事でハンマ先端に加わった
力を計測する．図2.6にアドミタンスの周波数特性を示す．弦の基本周波数f0が82.4 Hzだった
ため，99.5 Hzに見られる共振ピークが弦振動に大きく影響すると考え，そのピーク値とQ値
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から，式. (2-75)，式. (2-76)，式. (2-77)を用いてm，k，Rの値を算出した．またhx，hyの値は
次章で示す弦振動の計測結果から弦の初期変位を求めることによって決定した． 
 図 2.7 にシミュレーション結果を示す．(a)から(d)は撥弦直後からの時間経過に対応してお
り，また図中矢印はその時の弦の回転方向を示す．図 2.7 (a)において時計回りで直線の形で
回転していた軌跡が，図 2.7 (b)において 8 の字のような捻じれた形を経て，反時計回りに回
転する楕円の軌跡へと変化した．図 2.7 (c)から図 2.7 (d)への時間帯においても同様の現象が
見られる．この回転方向の変化は x 方向と y 方向の固有周波数が異なるという状態に起因し
ており，その違いは弦の x 方向と y 方向の端点における境界条件がそれぞれ異なることに由
来する． 
 弦の y 方向の境界条件に質点-バネ-ダンパ系を与えることにより，胴と連成振動するギタ
ー弦の 2 次元振動モデルを作成した．アドミタンスの計測に基づき質点-バネ-ダンパ系のパ
ラメータを決定し，胴と連成する弦振動のシミュレーションを行った．シミュレーションで
は x 方向と y 方向において固有周波数が異なるという状態が表現されていることが確認でき
た．また第 3 次モードまでの x，y 方向の振動周波数を 表 2.2 に示す． 
 
表 2.1 シミュレーションに用いた物理定数 
記号 定数名 数値 単位 
f0 基本周波数 82.4 Hz 
L 弦長 0.650 m 
T 張力 1 N 
r 弦の半径 0.6×103 m 
 弦の線密度 6.5×10-3 kg/m 
a 空気の密度 1.2 kg/m3 
a 空気の動粘性係数 15×10-6 m2/s 
hx x 方向の初期変位 0.31×10-3 m 
hy y 方向の初期変位 1.7×10-3 m 
N モード数 10 なし 
E 弦のヤング率 110 GPa 
I 弦の断面二次モーメント 2.0×10-15 m4 
m ギター胴駒部の有効質量 1.4×10-3 kg 
k 等価弾性係数 0.56×103 N/m 
R 抵抗 0.04 Ns/m 
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図 2.4 想定される撥弦条件 
 
 
図. 2.5 インパルスハンマの概略図 
 
表 2.2 第 3 次モードまでの x 方向，y 方向の固有周波数 
 実測結果 (Hz) 計算結果 (Hz) 
モード次数 x 方向 y 方向 x 方向 y 方向
1 82.6 82.4 82.6 82.4 
2 165.0 165.0 166.0 165.0 
3 247.5 247.9 248.8 248.1 
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図. 2.6 ギター胴駒部のアドミタンスの周波数特性 
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図 2.7 ギター弦の 2 次元振動のシミュレーション 
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 図 2.8 に実測された弦の 2 次元振動から抽出された基本モードを示す．図 2.8 (a)は x 方向
の基本モード，図 2.8 (b)は y 方向の基本モードの振動である．本項にて構築した弦-胴連成モ
デルでは y 方向の振動において弦と胴が共振することを表現しているが，図 2.8 (a)において
胴とは連成しないと考えている x 方向においてもうなりが観測されている．この現象は本項
で使用した弦-胴連成モデルでは表現できない現象である．図 2.9 に基本モードの 2 次元振動
のリサージュ図形を示す．図 2.9 (a) ~ (d)に示す図形はそれぞれの時間帯において約 1 周期分
の軌跡をプロットしている．図 2.9 (a)において図形の軌跡は時計回りに回転する楕円の軌跡
を示した．その後，図 2.9 (b)において図形の形状は円形に近い軌跡に変化し，図 2.9 (c)にお
いては水平方向に長い形の時計回りの軌跡を示し，図 2.9 (d)において反時計回りに回転する
軌跡に変化した．この図 2.9 (c)から図 2.9 (d)にかけての回転方向の変化したことから，x， y
方向間に位相差が発生したことが分かる． 
 
 
図 2.8 実測された第 6 弦の基本モードの 2 次元振動 
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図 2.9 実測された第 6 弦の基本モードのリサージュ図形 
 
2.3.4 弦の伸びに起因するうなり 
 式(2-27-1) ・式(2-27-2)に基づき弦の伸びに起因する非線形的な復元力に起因する弦振動の
うなりについて述べる．またこの弦の伸びを考慮した場合，弦の 2 次元振動において x-y 平
面でリサージュ曲線を作成するとその軌跡は歳差運動を示すことが理論的に報告されている
[6,7]．しかしながら，これまで弦振動を実測した報告では実際にその歳差運動を観測したとい
う例はない．本節ではいくつかの場合を取り上げ，実際の弦振動において起こりうる状況も
考慮しながら，非周期的なうなりを表現するために必要な条件について議論する． 
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 図 2.10 に弦の 2 次元振動において歳差運動が起きているときの弦振動の減衰曲線((a)は x
方向振動成分，(b)は y 方向振動成分)，図 2.11 にそのときのリサージュ図形を示す．図 2.10 の
減衰曲線においては振幅の減衰に伴いうなり周期が変化していくことが示されている．図
2.11 からは弦の 2 次元振動が歳差運動を示していることが確認される．この軌跡は弦に伸び
による復元力を考慮した条件で，弦に初期変位だけでなく初期速度を x 方向に与えた条件に
て示された結果である．図 2.12 に図 2.10 と同じ初期条件でありながら弦の伸びによる非線形
な復元力を考慮しなかった場合の減衰曲線，図 2.13 にそのときのリサージュ図形をそれぞれ
示す．図 2.10 にて見られるようなうなりは図 2.12 では観測されなかった．図 2.14 に初期変
位のみを考慮し，初期速度のみを与えなかったときの弦振動の減衰曲線，図 2.15 にリサージ
ュ曲線を示す．このときには減衰曲線において振幅の減少に伴ってうなりの周期が変化する
特徴が示されており，図 2.15 のリサージュ曲線では歳差運動が示されていない．これらのこ
とから先行研究で示されている歳差運動は弦振動の初期条件のうち，初期変位を x，y 方向そ
れぞれに与えた条件で x方向にのみ初期速度を与えたことに起因していることが考えられる． 
これらのことから第 4 節実験の条件と照らし合わせたうえで実際の弦振動の減衰過程にお
ける非周期的なうなりを表現するうえで，弦の伸びを考慮することの妥当性を検討する． 
 
2.4 まとめ 
 弦の伸びによる非線形的な復元力を考慮した弦振動モデルについて述べた．弦振動のうな
りが発生する要因として，弦-胴共振が寄与する場合について検討し，そのときには周期的な
うなりを生じることを述べた．また弦の伸びを考慮した場合，どのようなうなりの特徴が表
現可能であるかを検証し，実際の弦振動において想定されうる初期条件を考慮すれば弦の伸
びを考慮したモデルによって振動振幅に伴って周期が変化するうなりが表現可能であること
を確認した． 
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図 2.10 歳差運動が起きたときの弦振動の減衰曲線 
 
 
図 2.11 歳差運動が起きたときの弦の 2 次元振動 
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図 2.12 弦の伸びを考慮せず歳差運動が起きたときの初期条件のときの弦振動の減衰曲線 
 
 
図 2.12 弦の伸びを考慮せず歳差運動が起きたときの初期条件の弦の 2 次元振動 
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図 2.13 弦の伸びを考慮し初期条件に初期変位のみを与えたときの弦振動の減衰曲線 
 
 
図 2.14 弦の伸びを考慮し初期条件に初期変位のみを与えたときの弦の 2 次元振動 
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第3章 弦振動の計測手法  
3.1 まえがき 
 第 2 章において述べた弦振動モデルの妥当性を検証するためには実際の弦振動を計測する
必要がある．第 3 章ではそのための弦振動の計測システム[20]の構成を示し，そのシステムを
評価した結果を示す．本計測システムは単一の高速度カメラを用いて弦の 2 次元の横振動を
非接触で計測するものである．本節ではその計測システムを作成するに至った理由を述べる． 
これまで弦振動を計測する手法として，電界センサ[21]，光学的変位センサ[22-24]，ピエゾ素
子を用いる力センサ[25], [26] が用いられてきた．電界センサ[21]は電磁誘導の原理を利用して弦
振動の速度を計測する手法である．この手法は弦振動の非接触計測を実現しているものの，
計測できる弦の材質が金属であるものに限定され，ガット弦やナイロン弦の振動は計測でき
ない．田中[22]は光プローブをピアノに取り付けることによってピアノ弦の 2 次元の横振動を
非接触で計測することを実現している．しかしながらアコースティックギターの場合，弦と
表面板の隙間はピアノと比べて非常に狭く，その装置を取り付けることは難しい．Lee [23]らは
ギター弦の 2 次元振動を田中と同様の手法で計測しているが，Lee らは計測装置をギター胴
の内部に取り付けている．Hanson [24]は駆動された弦の振動を LED と光センサを組み合わせ
たデバイスを用いて計測している．しかしながらアコースティックギターの弦振動を計測す
る場合においては田中[22]の用いた装置の場合と同様に，ギター自身にその装置を取り付ける
十分な空間が無いので，ギターに取り付けるのは難しいと考えられる．他の光学的計測手法
としては高速度カメラを用いるモーショントラックキングがある．この手法は人間の運動を
計測するために使われている[27]が，同様の手法を応用すれば弦振動も計測可能になる．この
手法を利用した例として，徳弘らはいくつかのテンプレート画像と同期された 3 台の高速度
カメラを用いて弦の 2 次元の横振動とねじれ振動を計測する手法を提案している[28]．この手
法においては，複数のカメラの同期が必要であり，それらを完全に同期させるための装置が
さらに必要となる．Chadefaux らはハープ弦の 2 次元の横振動を 1 台の高速度カメラと 1 枚
の鏡を用いて計測している[29]．この手法では鏡の使用が必要になる．力センサに関しては，
徳弘らが力センサを用いて弦がギターの駒部に与える振動を計測するため，センサを取り付
けられるようアコースティックギターを加工している[28]．我々はこれまでの研究成果[20]にて，
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高速度カメラをギターの弦に対して斜めに撮影するように配置し，弦に施したマーキングを
動画像においてトラッキングすることによって，弦の 2 次元の横振動を単一の高速度カメラ
を用いて非接触で計測する手法を提案した． 
 
3.2 計測原理 
3.2.1 計測システム 
本手法では単一の高速度カメラを使用する．弦の表面にマーキングされたマーカの振動を
高速度カメラで撮影した後に，画像の重心位置を算出することによってマーカの位置を検出
する．その際にはマーカを撮影した画像の輝度情報を利用するためグレースケール画像に変
換する．グレースケールと重心を用いることで 1 ピクセル未満の分解能で座標を求めること
が可能である．マーカのトラッキングは画像の重心位置の算出によって行う． 
 
3.2.2 画像上の位置から弦の変位への座標変換 
図 3.1 に本実験で用いる座標系の定義を示す．弦を固定している位置を原点とし，表面板に
水平な方向を x，垂直な方向を y とし，弦に沿った方向を z とし，弦の x，y，z 方向の変位は
それぞれ ux，uy，uz とする．また画像上における座標系は図 3.2 に示すように，ݔ෤ ，ݕ෤を定義
し，それぞれの方向の変位をݑ௫෤，ݑ௬෤とする．実座標系と画像上の座標系の対応は図 3.2 の通
りに示す．ここで弦の縦振動の変位 uzがݑ௬෤に含まれているが，uzが弦の y 方向の変位，uyに
比べて十分に小さければ，縦振動の影響は無視することができる．座標変換において，図 3.2
より uyとݑ௬෤の関係は， 
  ݑ௬෤ ൌ ݑ௬ cos ߠ，        (3-1) 
であり，ux とݑ௫෤の関係は， 
ݑ௫෤ ൌ ݑ௫，         (3-2) 
である．これらの関係から画像上のマーカの位置を弦の 2 次元振動の変位に換算する． 
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図 3.1 実際のギターを用いた場合の座標系の定義 
 
 
図 3.2 単一の高速度カメラを用いる弦の 2 次元横振動計測システム 
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図 3.3 射影ひずみとの値の関係 
 
 
図 3.4 撥弦の際の初期条件 
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分が画像上で明るく映るようにする．その部分をマーカとして用いる．弦の表面は光をよく
反射するので，画像上で弦の黒く塗られていない部分は白く浮かび上がる．撮影された画像
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測できる．グレースケール画像の画素値がfሺݔ෤, ݕ෤ሻ，その画像の pq 次モーメントを Mpq を， 
ܯ௣௤ ൌ ∑ ∑ ݔ෤௣ݕ෤௣݂ሺݔ෤, ݕ෤ሻ௬෤௫෤        (3-3) 
と定義すると，1 次モーメント，M10，M01 それぞれを 0 次モーメント，M00 で割ることによ
りマーカの画像上の位置(ݑ௫෤，ݑ௬෤) が以下のように計算される， 
ቐ
ݑ௫෤ ൌ ெభబெబబ
ݑ௬෤ ൌ ெబభெబబ
．         (3-4) 
計測の空間分解能は画像の画素数と仰角の値に依存する．そこで画像処理により求めた画像
上のマーカ位置を弦の変位に校正する上では，画像上に写っているグリッドの間隔から実世
界上での距離を算出するグリッドキャリブレーション[29] を行うことが有用である． 
 
3.2.3 画像の射影歪みによる計測結果への影響 
提案手法において，高速度カメラはギターを斜めに見降ろすように設置されるので，測定
結果には y 方向で斜影歪みが発生する．そのために計測の際には仰角 はなるべく小さくとる
のが望ましい．ここでと 1/cosの関係を図 3.3 に示す．図 3.3 よりの値を 0.4 rad 以下にす
れば， 1/cosの値は 1.1 以下である．この関係より，仰角の値を 0.4 rad 以下にすれば斜影
歪みは 10% 以下に抑えることができる．また弦の縦振動の変位 uz は y 方向の変位に-uzsin
という形で含まれる．ここで仰角 の値が 0.4 rad のとき，sinの値は約 0.39 であり，uzの成
分の 0.39 倍がݑ௬෤に含まれる．縦振動の変位が計測におよぼす影響を考察するには実際の弦に
おいて縦振動の変位が横振動の変位よりも十分に小さいかどうか評価する必要がある．しか
しながらまた，高速度カメラがギターを見降ろす仰角 の値を小さくすることにより，縦振動
の変位が計測結果に与える影響をより小さくすることも可能である． 
 
3.3 実験 
3.3.1 実験構成 
高速度カメラはマーカから 900 mm の距離から，ギターを仰角 が 0.2 rad で見降ろすよう
に配置した．使用した高速度カメラ(EX-F1 CASIO) のサンプリングレートは 1200 frames/s で
ある．撮影された画像の 1 フレームあたりの画素数は横 336 pixel，縦 96 pixel であり，256 階
調のグレースケール画像である．このときの弦の基本周波数は 82.4 Hz である．実験では実
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際にギターを演奏する状態に近づけるため，弦は 6 本全てが張られた状態とした．使用した
ギターは Morris W-18 である．また照明には，画像上へのちらつきがないようにインバータ
蛍光灯(SQ-984 National) を使用した．実験で使用したギター弦は，スチール弦である Yamaha 
FS526/LIGHT GAUGE の第 6 弦を使用した．弦の直径は 1.34 mm である．撮影の条件とし
て，シャッター速度は 1/1600 s，F 値は 3.8，感度は ISO 1600 である． 
 
3.3.2 実験条件 
図 3.4 に実験の際の弦の初期条件を示す．弦は z 方向に 450 mm の位置で，y 方向に約 2.5 
mm つまみあげた状態から静かに離して撥弦した．また実験の再現性を確保するため，実験
の際には撥弦する装置を作製しそれを使用した．装置の概略を図 3.5 に示す．装置はクリップ
を台座に固定したもので，クリップで弦を把持することで撥弦の際の初期条件に再現性を確
保することができる．弦をクリップから静かに離すことによって振動させる．計測の際の画
像上の座標と弦の変位との対応関係はグリッドキャリブレーションによって算出され，1 ピ
クセル当たり x 方向に 43.7 m，y 方向に 44.6 m であった．計測時間は撥弦前を含めて約 30 
s とした． 
 
 
図 3.5 人工撥弦装置 
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3.3.3 実験結果と考察 
弦の 2 次元横振動計測結果 
図 3.6 にマーカの追跡によって計測された弦の 2 次元横振動の計測結果を示す．図 3.6(a) 
は x 方向，図 3.6(b)は y 方向の振動であり，それぞれの図の横軸に時間軸を示す．計測の際に
は撥弦前の時間も含まれているため，横軸の「0」から左部分が撥弦前の弦の変位を示してお
り，右部分が撥弦後の弦振動の変位を示している．図 3.6(a) において初期変位は x 方向には
約 0.2 mm，図 3.6(b) では y の初期変位は 2.2 mm であり，これは図 3.4 に示す実験の際の初
期条件に概ね一致している．図 3.6(a) 中の t < 0 での波形に見られる振動は手作業でクリッ
プを操作したことによるクリップと台座のわずかなゆれによる影響が考えられる。またクリ
ップは台座にピンで固定してあるため，x 方向に揺れやすい状況で，y 方向には揺れにくい状
況であったことから，図 3.6(b) には影響が見られなかったと考えられる．図 3.7 に撥弦後，
0，2，4，6 s 後それぞれの時間において 15 フレーム間(約 12.5 ms 間)の弦の 2 次元振動のリ
サージュ図形を示す．図 3.7 から弦振動は楕円運動している瞬間があることが分かる．図中の
矢印は回転方向を示している．このように一度の計測で弦の回転方向の変化も含めて，弦の
横振動の 2 軸の同時計測が可能になることが本手法の特徴である．また図 3.8 に計測された
ux と uy それぞれのパワースペクトルを示す．図 3.8 において振幅はそれぞれのパワースペク
トルの最大値で正規化されている．図 3.8 より，第 3 次モードの成分までそれぞれの基本モ
ードに対して-40 dB 以上の振幅で計測されていることが示された．ここで実験条件に含まれ
うる誤差について考察すると，斜影角度によって生じうる誤差は 0.9 m であり 1 pixel の距
離(43.7m) の 2.1 % 分である． 
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図 3.6 弦の 2 次元横振動の計測結果 
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図 3.7 15 フレーム間の弦の 2 次元横振動の軌跡 
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図 3.9 y 方向と z 方向の振動の計測 
 
 
図 3.10 y 方向と z 方向計測の弦の初期条件 
 
縦振動が計測結果に与える影響 
図 3.9 に示す，弦だけを張った実験系を使用し，uy に対する uz の振幅を計測することによ
って本手法に置いて弦の縦振動が y 方向の横振動の計測結果にどのくらい影響を与えうるの
かを評価した．カメラは y-z 平面を撮影するように設置することにより，uy，uzを同時に撮影
することができる．またこの実験のときの撥弦条件を図 3.10 に示す．z 方向に 450 mm の位
置を z 方向に約 5 mm つまみあげた状態から静かに弦を離すことによって実験を行った．ま
た計測時間は撥弦前を含めて約 35 s である．実験結果を図 3.11 に示す．図 3.11(a)と(b)を比
較すると，uzの振幅は uyの常に 0.5 倍以下であることが確認できる．しかしながら uzの計測
結果にはカメラの角度による ux の写り込みや，y-z 平面の撮影により uy の変位に伴う弦表面
の光の反射による uy の写り込みによる影響が含まれている可能性がある．そこで uy，uz のそ
れぞれのパワースペクトルを求めた．それらを図 3.12 に示す．また図 3.12(a)，(b) は図 3.12(a)
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の最大振幅で正規化されている．図 3.12(b)にも図 3.12(a)とほぼ同じ周波数の成分があること
が見られ，uzの計測結果には ux，あるいは uyの変位により影響を受けていたことが分かった．
しかしながら，それらの周波数成分以外では，uz の周波数成分には-40 dB より大きな振幅を
持つピークは見られない．このことから，縦振動 uzの成分自体は大きくとも uyの基本周波数
成分に比べて-40 dB 程度であることが考えられる．ここで前節における高速度カメラの仰角
は約 0.20 であることを考えると，sinの値は約 0.20 rad になる．もともと横振動に比べて小
さい縦振動の変位が，さらに約 0.20 倍されているので，uy に含まれる uz の振幅はパワースペ
クトルにして約-54 dB 以下であると見積もれる．これにより提案手法において縦振動が横振
動の計測結果に及ぼす影響は十分無視できるものであることが確認された． 
 
マーカの移動速度による計測誤差 
図 3.13 に撥弦直後のマーカの変位と図 3.14 にマーカの最高速移動時の画像を示す．図 3.13
の矢印で示された区間の変位からマーカの振動速度を求めると約 0.56 m/s であった．図
3.14(a)，(b) にそのときマーカの画像を示す．図 3.14(a)，マーカの移動速度が最も小さいと考
えられる時の状態と図 3.14 (b)，移動速度がもっと大きいときの画像を目視で比較すると 4 
pixel 程度，0.2 mm 程度のブレが見られる．この画像のブレからよって弦が約 0.56 m/s の移
動速度のときには 0.2 mm 程度の誤差が発生する可能性がある．しかしながら画像の重心を計
測することから誤差はそのブレの値未満であることが考えられる． 
 
 - 52 - 
 
図 3.11 y 方向と z 方向の振動の計測結果 
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図 3.12 uyと uzのパワースペクトル 
 
 
 
図 3.13 撥弦直後の uy 
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図 3.14 高速移動時のマーカ 
 
3.4 まとめ 
単一の高速度カメラを用いて弦の 2 次元横振動を計測する手法を提案した．この手法によ
り実際の演奏に近い状態のギターの弦振動を非接触で計測可能であることが示された．また
1 次元の縦振動と 1 次元の横振動の同時計測により，縦振動が横振動の計測結果に与える影
響は十分に無視できるものであることが確認された． 
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(b)
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第4章 1 本弦の振動におけるうなり 
4.1 はじめに 
我々の先行研究の知見[31,32]をもとに，弦の伸長に伴う張力変化に起因する非線形性を考慮
した弦の運動方程式により，減衰時の非周期的なうなりを再現することを試みた[33]． 
 
4.2 モデルパラメータ推定のための実験 
この弦振動モデルを用いて弦振動のシミュレーションを行うには，実際の弦に関する物理
パラメータを測定する必要がある．ここで弦の伸びに影響するパラメータである l
EA
2
は以下
のように測定する．図 4.1 に示すように弦の弦長に対する中心位置に重りを使って荷重 w を
かけ，その位置における変位 h を測定する．このときに生じる弦の伸びに起因する復元力に
より，荷重 w と変位 h は次式の関係に従う， 
 w ൌ ଶ௛
ටቀ ೗మ೓ቁ
మାଵ
ቀ ଴ܶ ൅ ଶா஺௟మ ݄ଶቁ,       (4-1) 
この関係から の値を求め，その値ならびに 
 ௟ସఘ ∙
ଶா஺
௟మ ൌ
ா஺
ଶ௟ఘ.         (4-2) 
を用いて の値を求める． 
図 4.2 に実際に計測した荷重 w と変位 h の関係を示す．この実験は 4 回試行しており，試
行回数毎に記号を変えている．それぞれの試行毎のプロットの曲線を最小二乗法で推定し，
それら 4 つのプロットの曲線の平均を算出することで を求めた．図 4.2 中の実線はその推定
された
ா஺
ଶ௟ఘの値を式(4-1)に代入してプロットしたものである．これを用いて，提案モデルであ
る式(2-27-1)，式(2-27-2)に基づく弦振動のシミュレーションを行い，モデルの妥当性を検証す
る． 
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図 4.1 弦の伸びによる復元力を測定する実験系 
 
 
図 4.2 負荷 w と弦の変位 h の関係 
 
 
図 4.3 座標系の定義と実験条件 
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4.3 有限差分法による弦振動のシミュレーション 
4.3.1 弦振動の計測とうなりの抽出 
本研究では弦自体の特性として発生するうなりに着目する．そのため複数の弦同士の連成
振動[9]やウルフトーンのような弦と胴の共振[34]の影響は排除して実験を行う．そこで弦は端
点が振動しないように，各端点において弦を挟み込み強固に固定した[12]．また図 4.3 に示す
ように弦長 635 mm に対して，z = 280 mm の位置を撥弦し，z = 485 mm の位置の振動を高速
度カメラにより計測した．詳細な計測方法は著者らが先行研究で提案した手法[20]に従った．
高速度カメラのフレームレートは 1200 fps で計測時間は撥弦前を含めて約 15 s とした．うな
りに対して最も支配的と考えられる第 1 次モードの減衰曲線に注目し，その特徴を再現する
モデルを検討する． 
 図 4.4 に計測された大振幅で撥弦されたときの弦の x 方向の振動のスペクトログラムを示
す．横軸は計測開始からの時間，縦軸は周波数に対応する．ここで図 4.4 において弦振動の
モードの周波数の時間変化に着目すると，撥弦直後と約 6 秒後以降とではモードの周波数が
減少している．図 4.5 に計測された大振幅で撥弦されたときの弦の y 方向の振動のスペクト
ログラムを示す．図 4.5 においても図 4.4 と同様，撥弦直後と約 6 秒後以降とではモードの
周波数が減少している．このような振動振幅が大きいときに振動周波数が高いという特徴は
漸硬バネ[35]の性質と類似している．この特徴は式()で示した，本研究で使用するモデルのも
つ性質と一致する．このことからも本研究において弦の伸長に伴う張力変化に起因する非線
形性を考慮したモデルを使用することの妥当性が考えられる． 
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図 4.4 大振幅で撥弦されたときの弦の x 方向の振動のスペクトログラム 
 
 
図 4.5 大振幅で撥弦されたときの弦の y 方向の振動のスペクトログラム 
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4.3.2 うなりを生じる弦振動のシミュレーション 
各パラメータにおいて cx，cyは実測結果で観測された第 1 次モードの振動周波数より求め，
b は実験結果をなるべく近似できるよう試行錯誤により定めた．またシミュレーションにお
ける各モードの初期振幅にはそれぞれ実測された値を用いた．ここで提案モデルの非線形性
による効果を確認するため，線形モデル，すなわち式. (2-27-1)，(2-27-2)において， 02 2 l
EA
の
場合を線形モデルとして併せて評価する． 
図 4.4 に大振幅で励起されたときの ux，uyの第 1 次モード成分について図 4.4 (a)に実測結
果，図 4.4 (b)に線形モデルによるシミュレーション結果，図 4.4 (c)に提案モデルによるシミ
ュレーション結果をそれぞれ示す．図 4.4 (a) ~ (c)の実線・破線はそれぞれ ux，uyの振幅の絶
対値をそれぞれ示している． x 方向に関して，図 4.4(a) では振幅が約 2 s 後に極小，約 3 s 
 
 
図 4.4 大振幅で撥弦されたときの第 1 次モードの比較 
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図 4.5 小振幅で撥弦されたときの第 1 次モードの比較 
 
後に極大を示し，図 4.4 (c)では振幅が約 1 s 後に極小，約 2 s 後に極大を示した．これらの極
大と極小をとる時刻は図 4.4 (a)とは異なるものの，x 方向の振幅において，まず極小を示した
後に極大を示すという特徴が定性的に再現された．y 方向に関しては反対に，図 4.4 (a)では約
0.5 s 後に極小を示した後に約 1.5 s 後に極大を示した．この特徴は図 4.4(b)に示す線形モデル
では再現されなかったものであり，弦の伸長による非線形効果によるものであることが分か
る．図 4.4(c)においては約 0.2 s 後に極小，約 1 s 後に極大を示した．これらのことから y 方向
に関しても，極大と極小を示す時刻は図 4.4(a)とは異なるものの，図 4.4(c)において極小を示
した後に極大を示すという特徴が再現された． 
図 4.5 に小振幅で撥弦したときの ux，uyの第 1 次モード成分を示す． 図 4.5(a)に実測結
果，図 4.5(b)に線形モデルによるシミュレーション結果，図 4.5(c)に提案モデルによるシミ
ュレーション結果を示す．図 4.5 では図 4.4 とは異なり，実測結果にうなりは見られない．
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この特徴は線形モデルおよび提案モデルによるシミュレーション結果においても共通してい
る． 
これらのことから提案モデルにおいて弦の伸長に起因する非線形な復元力を考慮すること
によって，弦の振幅によってうなりの周期が変化するという特徴が再現されることが確認さ
れた．以上のことから，提案モデルにおいて，1 本弦の直交する 2 方向の共振周波数が等し
い場合，振動に伴う弦の伸びと 2 方向間の固有周波数の違いにより，振幅の大きさに従って
うなりの周期が変化することが示された．しかしながら再現されたうなりの周期は実測結果
とは十分に一致していないので，弦の伸びや減衰に関するパラメータの測定誤差がどの程度
までシミュレーション結果に影響するのかを今後定量的に評価する必要がある． 
 
4.3.3 弦の 2 次元振動での比較 
 弦の 2 次元振動について，x-y 平面におけるリサージュ図形の観点から，実験とシミュレー
ションの比較を行った．図 4.6 に実測された弦の 2 次元横振動の基本モードのリサージュ図
形を示す．図 4.6 のそれぞれのリサージュ図形はそれぞれ 15 フレーム間の z = 485 mm での位
置での計測結果と対応している．それぞれの図での矢印はリサージュ図形の軌跡の回転方向
を表している．図 4.6(a)ではリサージュ図形は時計回りに回転する楕円を示している．その後
図 4.6(b)，図 4.6(c)に見られるように楕円の傾きと形が徐々に変わり，図 4.6(d)において時計
方向に回転していた軌跡は半時計方向に回転する軌跡を示した．図 4.6(d)に示した時間は図
4.6 に示した減衰曲線の極小値を示した時間と対応している．図 4.7 はシミュレーションによ
り得られた弦振動の基本モードに基づいて得られたリサージュ図形を示す．図 4.7(a)のリサー
ジュ図形はほぼ直線のようで時計方向に回転する軌跡を示し，図 4.7(b)，図 4.7(c)に見られる
ようにリサージュ図形は楕円の形状に変わり，3.5 s 後には図 4.7(d)に見られるようにリサー
ジュ図形の回転方向は半時計方向に変化した．この図 4.7(d)が示す時間帯は図 4.7(c)に示す ux
の減衰曲線が極小値を示した後の時間に相当する．図 4.6 に示すシミュレーション結果を図
4.7 に示す実測結果と比較することによって，弦の 2 次元横振動におけるリサージュ図形の特
徴は式に示す弦振動モデルによって定性的に表現できることが明らかになった． 
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4.4 まとめ 
高速度カメラを用いる光学的 2 次元振動計測によって，強固な端点に固定された弦の 2 次
元の横振動を計測した．計測の結果，2 次元振動の第 1 次モードにおいて，減衰過程において
うなりが観測され，そのうなりの周期は弦の振動振幅に依存することを確認した．この現象
を弦の伸びによる張力変化の影響であることを想定し，弦の伸長を考慮した弦の運動方程式
によるモデル化を行った．このモデルに基づくシミュレーションと実測との比較により，1 本
弦によるうなりについて，直交する 2 方向の減衰率が等しい場合においても，振動に伴う弦
の伸長とそれぞれ直交する 2 方向間の周波数の違いにより，弦振動のうなりの周期が振動振
幅に伴って変化するという特徴が再現された．このことにより，提案モデルによって 1 本弦
における減衰に伴う非周期的なうなりが再現されることを確認した．また弦の 2 次元横振動
のリサージュ図形においても，リサージュ図形の回転方向や形状変化が定性的に表現される
ことも明らかになった． 
 今後はモデルのパラメータの弦の伸びや減衰に関するパラメータの測定誤差がどの程度ま
でシミュレーション結果に影響するのかを定量的に評価することを検討している． 
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図 4.6 大振幅で撥弦されたときの第 1 次モードの 2 次元振動 
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図 4.7 伸びを考慮した弦振動モデルに基づいてシミュレートされた 
大振幅で撥弦されたときの第 1 次モードの 2 次元振動 
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第5章 ギターにおける複数弦の振動による 
弦振動のうなりへの影響 
5.1 はじめに 
 第 4 節では強固な端点に固定された弦の振動における減衰過程の非周期的なうなりについ
て議論した．第 5 節では実際のギターに張られた弦振動において，複数弦の共振や弦-胴の結
合も起こりうる条件においても弦の伸びに起因するうなりが影響しているのかを検証する． 
 
5.2 実験構成 
 複数弦の共振が起きる条件において，第 3 章にて実験で使用した弦においてうなりが生じ
るかについて調査する．弦振動の計測においては著者の先行研究[36]にて提案した弦振動の多
点同時計測法を応用し，複数弦の振動を同時に観測する手法を使用した．これにより，1 回の
計測で複数弦の振動を同時に計測することが可能になる．複数の弦において z 方向に同じ位
置をマーキングし，図 5.1 に示すように複数の弦の振動に伴う複数のマーカの運動を同時に
撮影する．その後，図 5.2 に示すように画像処理において関心領域を操作することによって一
つ一つのマーカを抽出し，そのマーカの重心位置を画像上で計算することによってそれぞれ
の弦の変位を求める． 
 実験条件において，弦の z = 451 mm の位置の変位を計測し，z = 555 mm の位置を手作業に
て撥弦した．また計測時間は約 16 秒で，高速度カメラのフレームレートは 1200 fps である． 
 
 
図 5.1 6 本それぞれの弦につけられたマーカを同時撮影したときの画像 
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図 5.2 関心領域の操作によってそれぞれのマーカを抽出 
(1) 1st string
(2) 2nd string
(3) 3rd string
(4) 4th string
(5) 5th string
(6) 6th string
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5.3 複数弦振動の計測結果 
 図 5.3 に実験の際の条件を示す．弦長 650 mm に対して各弦の z = 451 mm の位置をマーキ
ングし，z = 555 mm の位置で第 1 弦から第 6 弦全てを撥弦した．使用した高速度カメラは
CASIO EX-F1 で 1200 frames/s である．計測時間は撥弦直前を含めて約 20 秒である．計測の
際の画像の 1 ピクセルあたりの距離は x 方向に 191.6 m，y 方向に 202.1 m である．使用し
たギター弦はD’Addario EJ16 Light Gaugeの第 1弦から第 6弦でギターはMorris W-18である． 
図 5.4 に複数弦の計測結果を示す．図 5.4 (x-1)・(y-1)はそれぞれ第 1 弦の x・y 方向の振動，
図 5.4 (x-2)・(y-2)はそれぞれ第 2 弦の x・y 方向の振動，以下同様に，図 5.4 (x-6)・(y-6)はそ
れぞれ第 6 弦の x・y 方向の振動とする．いずれの図においても計測開始から約 2 秒後に波形
の立ち上がりが観測されている．また第 3 節での計測結果に比べていずれの図においても振
動振幅が 1 mm 以下である点にも注目する．第 4 節の図 4.5 の結果と比較しても図 5.3 に示さ
れる振動振幅はいずれも小さな振動振幅の条件と近い．図 5.5 に図 5.4 に示す(x-1)から(x-6)ま
での振動のパワースペクトルを示す．それぞれの図において，パワースペクトルの振幅はそ
れぞれの図の振幅の最大値で正規化されている．それぞれの弦の固有周波数に対応する周波
数ピークが観測されていることから，図 5.4 の波形はそれぞれの弦の振動が観測されたもの
であることを裏付けている．図 5.6 に示す第 1 弦から第 6 弦までの y 方向成分のパワースペ
クトルからも同様のことが確認できた． 
 図 5.7 (x-6-1)，(y-6-1)に図 5.4 に示す計測結果から抽出した第 6 弦の x，y 方向成分の第 1 次
モード，図 5.7 (x-6-2)，(y-6-2)に第 2 次モード，図 5.7 (x-6-3)，(y-6-3)に第 3 次モードを示す．
それぞれの結果からは第 4 節で見られたような減衰に伴い周期が変わるうなりは観測されな
い．このことから実験で使用した実際のギターの第 6 弦の振動において，複数弦の振動によ
る弦振動へのうなりの寄与は小さく，弦の振動振幅に伴う非線形的な復元力によるうなりへ
の寄与の方が大きい場合が存在することが示された． 
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図 5.3 撥弦の際の実験条件 
 
 
図 5.4 第 1 弦から第 6 弦までのそれぞれの x，y 方向の弦振動の計測結果 
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図 5.5 第 1 弦から第 6 弦までのそれぞれの x 方向振動のパワースペクトル 
 
 
図 5.6 第 1 弦から第 6 弦までのそれぞれの y 方向振動のパワースペクトル 
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図 5.7 第 6 弦の x，y 方向振動の第 1 次，第 2 次，第 3 次モード 
 
5.4 複数弦振動の共振によるうなりの発生の観測 
実際のギターではうなりを発生する他の要因として複数弦による共振がある．これまでピ
アノにおいて複数弦の共振に関する研究が行われてきた[8]が，アコースティックギターにお
いてはその報告例は少ない．ピアノとギターにおいては複数弦の間に共振が発生する点では
同じだが以下の条件が異なる． 
(1) ピアノでは弦はピンで固定され，ギターでは弦は共鳴胴のサドルに直接固定される． 
(2) ピアノでは低音弦を除けば同じ音高を出力する弦を 2 本ないし 3 本を用いてハンマー
で同時に打弦し，ギターではそれぞれ異なる音高を出力する弦が 1 本ずつ張られている． 
条件(1)について，ピアノ弦はピンで固定されていることによりハンマーが弦を響板に対し
て垂直に打弦しているにも関わらずに水平方向に振動が励起されることが報告されている
[22,37,38]．しかしながらギターの場合はそのようなピンは存在せず，1 本弦における弦の伸びに
よる幾何学的非線形性による 2 次元の横振動結合によるうなりへの影響があり，うなりの発
生の過程がピアノとは異なる．また条件(2)について，ギターの場合は同じ共振周波数をもつ
弦が存在しないのでギターでの複数弦の共振について考えるには他の弦の振動モードとの結
合を考える必要がある．本節では複数弦の連成振動に着目し，複数弦の振動計測を行った成
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果について報告する． 
 弦長 650 mm に対して各弦の z = 451 mm の位置をマーキングし，z = 555 mm の位置で第
6 弦のみを撥弦した．使用した高速度カメラは CASIO EX-F1 で 1200 frames/s である．計測時
間は撥弦直前を含めて約 20 秒である．計測の際の画像の 1 ピクセルあたりの距離は x 方向に
191.6 m，y 方向に 202.1 m である．使用したギター弦は D’Addario EJ16 Light Gauge の第 1
弦から第 6 弦でギターは Morris W-18 である． 
 図 5.8 にて複数弦振動の計測によって得られた第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の基本モ
ードの減衰曲線を示す．図 5.8 (a)，図 5.8 (b)にそれぞれ第 6 弦の第 3 次モードの x 方向成分，
y 方向成分，図 5.8 (c)，図 5.8 (d)にそれぞれ第 2 弦の基本モードの x 方向成分，y 方向成分の
計測結果を示す．またそれぞれの図において横軸は時間と対応しており，撥弦直後のときを
0 としている．第 2 弦は B3 (約 248.5 Hz)の演奏音を出力する弦であることから，E2(約 82.4 
Hz)の演奏音を出力する第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の基本モードとの共振が起こること
が予想される．図 5.8 (a)，図 5.8 (b)と図 5.8 (c)，図 5.8 (d)とを比較したときに図 5.8 (b) では
ノイズ成分の振幅が大きく見られるがこれは uy の変位に伴う弦表面の光の反射による影響が
考えられる．図 5.8 (b)と図 5.8 (d)の 0 s 付近の立ち上がり部分に注目すると，第 6 弦の振動が
励起されてまもなく第 2 弦が共振を始めたことが分かる．ここで図 5.8 (d)はほとんどうなり
を示していない．また図 5.8 (a)と図 5.8 (c)においてうなりが発生していることがわかり，その
うなりの周期は図 5.8 (a)と図 5.8 (c)で異なっている．この第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の
基本モードの共振についてより詳細に考察するために，それぞれの振動モードの撥弦直後の
時間帯の減衰曲線に注目する．それぞれの振動モードの 0 s から 2 s 間の減衰曲線をプロット
したものが図 5.9 である 図 5.9 (a)は第 6 弦の x 方向の第 3 次モード，図 5.9 (b)は第 6 弦の y
方向の第 3 次モード，図 5.9 (c)は第 2 弦の x 方向の基本モード，図 5.9 (d)は第 2 弦の y 方向
の基本モードについて示す．図 5.9 (b)は約 0.2 s のときに曲線が最大値を示した後に徐々に減
衰を始めた．その後，約 0.5 s のときに図 5.9 (b)の曲線は最小値を示した後に徐々に増加を始
めた． 図 5.9 (d)では曲線は約 0.2 s 後から徐々に増加を始め，約 0.5 s 後に最大値を示した後
に減少を始めた．図 5.9 (b)と図 5.9 (d)とを比較したときにそれぞれモード間での振動エネル
ギーの遷移がギターの駒部を介して発生したことが考えられる．また第 2 弦の y 方向の基本
モードの励起に伴い，x 方向の基本モードが励起されたことについては第 2 弦の基本モード
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の x 方向に対して直交する方向と表面板が弦に対して振動を励起する方向が完全に垂直では
ないことに起因する可能性が考えられる． 
図 5.10 に第 6 弦の第 3 次モードのリサージュ図形を示す．図 5.10 (a)は撥弦 0.29 秒後から 
30 ms 間(36 フレーム間)の軌跡を示し，図 5.8 (b)は 0.66 秒後から 30 ms 間の軌跡を示す．図
5.10 (a)と図 5.10 (b)の間では回転方向の変化は現れず，概ね円形に近い軌跡が示されている．
図 5.11 に第 2 弦の基本モードのリサージュ図形を示す．図 5.11 (a)は撥弦 0.29 秒後から 30 ms
間(36 フレーム間)の軌跡を示し，図 5.11 (b)は 0.66 秒後から 30 ms 間の軌跡を示す．図 5.11
にて得られたリサージュ図形の軌跡は図 5.10 のものとは異なり直線に近い形を示している．
このことから第 2 弦の基本モードにおいて第 6 弦の第 3 次モードから励振される振動は y 方
向が支配的であることが考えられる．図 5.11 (a)と図 5.11 (b)を比較にすると，わずかにリサー
ジュ図形の傾きを変えながら，リサージュ図形の回転方向の変化が見られた．このことから
第 2 弦の基本モードにおける x，y 方向間において位相差が発生したことが考えられる．これ
ら位相差の発生の原因として，x，y 方向間における端点における減衰率の違いに起因する x，
y 方向間の共振周波数の違いが考えられる．また第 2 弦の基本モードにおいて我々の先行研
究で用いた固有モード解析の方法[39]を用いて，基本モードの x，y 方向間の固有モードの振動
方向を求めたところその角度は表面板の水平な方向に対して約 40 度傾いていた．この傾きが
表面板から励振される振動に起因するのか，弦自体の特性に起因するかどうかは定かではな
いが，このような傾きを持って固有モードが励起されることが本実験によって観測された．
ピアノの場合は弦を固定するピンの傾きによって垂直方向に打弦されたのにも関わらず水平
方向の振動が励起されることが報告されている．ピンで固定されていないギター弦の場合は
弦の固有モードの方向が表面板に対して傾斜する角度を持つことによって主に表面板から垂
直方向の振動が励起されるにも関わらず水平な方向の振動が励起されることを考察した． 
本節では撥弦された弦の高次モードが他の弦の基本モードと結合して励振される様子の観
測を行ったが，今後はこれまでの研究で扱ってきた弦の伸びに起因する幾何学的非線形性に
よる直交する振動モードの結合を考慮したモデルを用いて，複数弦の連振動の影響も含めた
モデリングを行うことが求められる． 
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図 5.8 撥弦直後から約 20 秒間の第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の第 1 次モードの減衰曲線 
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図 5.9 撥弦直後から約 2 秒間の第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の第 1 次モードの減衰曲線 
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図 5.10 第 6 弦第 3 次モードの振動軌跡 
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図 5.11 第 2 弦基本モードの振動軌跡 
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5.5 まとめ 
 本節では実際のギターにおいて複数弦が小さな振幅で振動しているときの第 6 弦の振動に
着目した．高速度カメラを用いて複数弦の振動を同時に観測したところ，複数弦をいずれも
小さな振幅で撥弦したときの第 6 弦において弦振動のうなりが見られなかった．このことは
実際のギターにおいて，ウルフトーンが生じない条件化でかつ複数弦の振動している状況で
も，弦の伸びによる復元力と x，y 方向間の固有周波数の違いによる弦振動のうなりへの寄与
の方が大きい場合が存在することを示すものである．また複数の弦をマーキングし，高速度
カメラを用いて第 6弦が撥弦された際の第 1弦から第 6弦までの 2次元振動を同時計測した．
計測結果より第 6 弦の第 3 次モードと第 2 弦の基本モードとの共振について解析を行った．
解析の結果，弦の振動が表面板を介して他の弦との共振を励起し，その後表面板に水平な方
向の振動が励起される様子が観測された．この水平方向成分の励起は第 2 弦の基本モードの
x 方向に対して直交する方向と表面板が弦に対して振動を励起する方向が完全に垂直ではな
いことに起因する可能性が考えられる．基本モードの x，y 方向間の固有モードの振動方向を
求めたところその角度は表面板の水平な方向に対して約 40 度傾いていた．このことは弦の固
有振動の方向が表面板に対して傾斜していることを示唆するものであり，ピンで固定されて
いないギター弦での水平な方向への振動が励起されるメカニズムの特徴であると考えられる．
本実験から複数弦の連成振動により，表面板が励起する振動の方向と固有振動の方向の違い
により弦振動の減衰過程においてうなりが発生することを考察した．今後はこれまでの研究
で扱ってきた弦の伸びに起因する幾何学的非線形性による直交する振動モードの結合を考慮
したモデルを用いて，複数弦の連振動の影響も含めたモデリングを行うことが求められる． 
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第6章 結論 
 本研究は弦の横振動における減衰時の非周期的なうなりを再現できるモデルの構築を目的
とする．弦の伸長に伴う張力変化に起因する非線形性を考慮した弦の運動方程式を使用する
ことで，減衰時の非周期的なうなりを再現することを試みた．実際のギターに張られた弦の
2 次元振動を計測する手法を構築し，その計測システムの有効性を確認した．端点が強固な実
験系に 1 本弦を張り，振動振幅に伴う非線形的な復元力と x，y 方向間の固有周波数の違いに
より減衰過程において非周期的なうなりが発生することを考察した．その後実際のギターに
おいて複数弦が小さな振幅で振動しているときの第 6 弦の振動に着目した．複数弦をいずれ
も小さな振幅で撥弦したときの第 6 弦において弦振動のうなりが見られなかった．またピン
で固定されていないギター弦の場合は弦の固有モードの方向が表面板に対して傾斜する角度
を持つことによって主に表面板から垂直方向の振動が励起されるにも関わらず水平な方向の
振動が励起されることを考察した． 
これらの過程を通じて，実際のギターにおいて，ウルフトーンが生じない条件化でかつ複
数弦の振動している状況でも，弦の伸びによる復元力と x，y 方向間の固有周波数の違いによ
る弦振動のうなりへの寄与の方が大きい場合が存在することが示された．このことは弦楽器
の弦-胴との共振による寄与が大きくない場合、振幅に由来する弦の伸びがうなりに支配的に
寄与する状況があることを明らかにした．また残された課題としては，モデルのパラメータ
の弦の伸びや減衰に関するパラメータの測定誤差がどの程度までシミュレーション結果に影
響するのかを定量的に評価することが考えられる．また複数弦の連振動の影響も含めたモデ
リングを行うことが求められる． 
これらの過程を通じて，これまで注目されてこなかった 1 本弦においてうなりが発生する
メカニズムの解明に貢献することができた．本研究成果は弦楽器の発音機構の解明について、
今まで明らかにされてこなかった１本弦の非線形性が演奏音に寄与する現象に関する新たな
知見を与えるものである．また本研究にて得られた知見は楽器のみに限定されるものではな
く，つり橋のワイヤーなど他の構造物における振動現象への理解にも貢献できるものである． 
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と表すことが出来る．ここで h(t)はギター胴の機械ア
ドミタンスを逆フーリエ変換し，時間について積分
したものであり，シミュレーション前に予め求めて
おくことが出来る．Fy(t)は弦の変位をシミュレーショ
ンする中で順次求めていく．Fy(t)は弦の張力をσ とし
てσ sinθ で表されるが，θ は十分小さいと考えられる
ため sinθ を tanθ で近似する．tanθ は弦の傾きを表す
ので偏微分で表せる．よって Fy(t)は 
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となり，右辺微分項をシミュレーション中に順次求
めることで Fy(t)を得る． 
 以上から畳み込みによってギター胴とギター弦の
結合点である駒部の境界条件を設定する． 
 
3  機械アドミタンス計測 
3-1.  機械アドミタンスの計測原理 
ギター胴に加速度センサを取り付け， 加速度セン
サの付近をインパルスハンマにて叩く事でギター胴
の機械アドミタンスを計測する．ここで機械アドミ
タンスは単位力で駆動したときの応答速度を表し，
SI 単位は m / N･s で表される。ギター胴の一点をハン
マで叩いたときの入力インパルスを f(t)，応答速度を
g(t)とすると，それらをフーリエ変換した F(jω)，G(jω)
を用いて，機械アドミタンス Y(jω)は次式のように表
される． 
 .
)j(
)j(
)j(
ω
ω
ω
F
G
Y =    (17) 
 本研究では叩いた力を計測できるインパルスハン
マを製作し，入力インパルスの計測にはインパルス
ハンマを用いた．また応答速度の計測には加速度セ
ンサを用い，数値積分により加速度から速度を導出
した．加速度は単位時間での速度の増分を表してい
るため，速度を求めるには加速度と微小時間の積を
足しあわせれば良い．サンプリング周期を dt，加速
度を a(t)とすると速度 v(t)は 
,)0( 0vv =    (18) 
,)()(
0
0 ∫+=
t
davtv ττ   (19) 
と表せる．v0は初期速度，τ は積分変数である．こ 
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図 2: ギター上の座標設定 
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図 3: 弦振動シミュレーション結果の一例 
 
表 2: 弦振動シミュレーションの各定数 
弦長   640 mm 
弦の分割数  400 
つまむ位置  x=512 mm 
つまむ高さ  y=3 mm 
弦の振動周波数  82.41 Hz，音高 E2 
弦の線密度  0.015 kg/m 
 
Tension
θ
Bridge
String Saddle
Body
BridgePin
 
図 4: ギター駒部の様子 
 
れより加速度から速度を導出する． 
 
3-2.  インパルスハンマの製作 
製作したインパルスハンマの概要図を図 5に示す．
柄にはマホガニーの角材を，ハンマの頭には 10×10
×15 mm3のアルミ片を用いた．アルミ片の一面に圧
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電素子と樹脂で作られた円錐を貼り付ける．圧電素
子は圧電体を 2 枚の電極で挟んだもので，圧電体は
外部から加えられた歪みや電荷を打ち消すように電
荷や歪みを生ずる特性を有する．この特性を利用し，
ハンマ先端の歪みを電荷に変換する事でハンマ先端
に加わった力を計測する． 
圧電体による圧電効果は式(20),(21)に示す圧電基
本式によって記述される[9]．圧電体に加わる応力 Tと
電界 E によってひずみ S と電気変位 D が生ずる．但
し応力 T，電界 E，ひずみ S，電気変位 Dはそれぞれ
ベクトルであり，SEは弾性コンプライアンス行列，d
は圧電歪定数行列，ε は誘電定数の行列である． 
.dETsS E +=    (20) 
.EdTD Tε+=    (21) 
本研究では圧電素子の電極面に垂直な方向の応力の
みを扱ったため，その応力 F と同方向に関する圧電
歪定数 d33を用れば，電極間に生じる電荷Qは以下の
ように表せる． 
.33FdQ =    (22) 
圧電素子は静電容量を持っているため，生じる電圧
は 
  ,33
dd C
d
F
C
Q
V ==    (23) 
と表せる．Cd は圧電素子の静電容量を表す．平行板
間の静電容量は比誘電率εs，真空の誘電率ε0，平行板
間隔 d，平行板面積 Aを用いて 
  ,ε0
d
A
C sd
ε
=    (24) 
と表せる．今回用いた圧電素子は富士セラミックス
の C-213 で，この素子の圧電歪定数 d33は 324 pm/V，
εsは 1505 である．したがってこのインパルスハンマ
の単位応力あたりの出力電圧(感度)は 0.24 V/N とな
る． 
圧電素子の両電極に発生する電荷は実際には僅か
であり圧電素子の出力インピーダンスは高いため，
圧電素子の出力をそのまま計測器で計測することは
不適切である．そこで今回はオペアンプ IC を用いて
ボルテージフォロワを構成し，インピーダンス変換
を行った．図 6 にこの回路図を示す．このとき圧電
素子の静電容量とボルテージフォロワの入力抵抗が
ハイパスフィルタを構成する，そのカットオフ周波
数をなるべく下げるためボルテージフォロワの入力
抵抗の値は大きくしなければならない．オペアンプ
IC は入力段が J-FET である高入力インピーダンスの
NJM072D を利用し，回路の抵抗 Rもなるべく高い抵 
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図 5: インパルスハンマの概要図 
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図 6: ボルテージフォロワ回路図 
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図 7: インパルスハンマの校正 
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図 8: 校正時の出力電圧 
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抗値のものを用いた．ハイパスフィルタのカットオ
フ周波数 fcを用いて回路の入力インピーダンスRは， 
 ,
2
1
cd fC
R
π
=    (25) 
と表せる．fcを 1 Hz とする場合 R はおよそ 120 MΩ
となる．よって回路の抵抗 R には比較的入手しやす
かった 100 MΩを利用し，カットオフ周波数はおよそ
1.3 Hz となった．また圧電素子とボルテージフォロワ
回路の間隔はなるべく短い方がノイズに強くなるた
め，回路はハンマの柄の上に実装した．以下，特に
断りの無い限りボルテージフォロワ回路の出力をイ
ンパルスハンマの出力として記述する． 
 製作したインパルスハンマの感度は理論値通りに
はならず，誤差が生じた．これは配線による圧電素
子の静電容量の変化や，円錐による応力の分散など
による．そのため台ばかりを用いて感度を実測した．
図 7 に示すように台ばかりにインパルスハンマの頭
を置いて静止させれば，自重により圧電素子に圧力
が掛かる．そして瞬時にインパルスハンマの頭を持
ち上げると，その瞬間圧電素子にはそれまで掛かっ
ていた力を取り除く力，すなわち相対的に引っ張り
力が働く．この引っ張り力は自重による圧力に等し
く，ハンマからは自重による圧力に対応する電圧が
出力されるため，単位力あたりの出力電圧を計測す
る事が出来る．出力されるのは引っ張り力による電
圧であるため電圧値が負になる．台ばかりが 27.1 g
を指していたときの出力電圧波形を図 8に示す．図 8
から 27.1 g で 0.08 V の電圧が出力されることが分か
る．これを十回行い，平均する事で単位力あたりの
出力電圧を算出した結果，0.305 V/N であり，理論値
とは 27%異なる結果になった．インパルスハンマの
出力電圧をハンマで与えた力に換算するために実測
値を用いる． 
 製作したインパルスハンマを実際に使用した際の
出力波形とその周波数特性を図 9 に示す．これはハ
ンマで机を軽く叩いたときの出力電圧の時間波形と
パワースペクトルである．後述する加速度センサで
は1.5 kHz以上の振動を正確に計測出来ないため本研
究では 1.5 kHz 未満の帯域で利用する． 図 9 から 1.5 
kHz 未満の帯域では共振ピークが無いことが観察さ
れるため，自作であるがこのインパルスハンマは計
測に利用出来ると考えられる． 
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図 9: インパルスハンマの出力波形と周波数特性 
 
3-3.  機械アドミタンスの計測 
図 10に示した 2 点にそれぞれ加速度センサと打点
を設定し，叩く際は加速度センサの観測範囲内の衝
撃を与える事に注意した．加速度センサには，カイ
オニクス社の 3 軸加速度センサモジュール
KXM52-1050 を利用した．このセンサは±2 Gの加速
度，1.5 kHz 未満の周波数域で加速度を電圧として出
力するものである．加速度と電圧の比は電源電圧に
依存して決まり，出力電圧の誤差範囲は電源電圧の
10 %である． 
計測したインパルスハンマの出力電圧と加速度セ
ンサの出力電圧を図 11に示す．これよりギター胴の
機械アドミタンスを導出すると，図 12のような結果
が得られた．図 12 中のマークは 8 つの共振ピークを
示しているが，このようにギター胴は複数の共振周
波数を持っていることが観察できる．この結果から，
ギター胴を複数の共振周波数を持つ共振系でモデル
化出来ると考えられる． 
 
 
